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An　Analysis　of　the　sta孟ing　transient　torque
of　the　Three　Phase　Inductio軸Motor
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract
　In　this　paper，　the　authors　analyze　the　transient　phenomena　of　the　three　phase　induction
motor　tit　the　starting　upon　the　instantenous　symmetrical　coordinater　theorア．
　This　analysis　can　be　performed　in　more　general　case，　ill　which　the　secondary　resistances
are　voriable．
　The　equations　used　in　the　calculations　of　the　starting　transient　torque　and　the　starting　time
characteristics　are　obtained　by　the　approximate　torque．　However，　it　was　proved　that　the
approximate　equations　are　accurate，　in　compalison　with　the　exact　numerical　solutions．
　The　authors　used　the　wound　type　three　phase　induction　motor　of　3．7KW　rating　for　the
tested　machine．
　Using　the　approximate　equations，　the　authors　examinβd　the　starting　transientutorque　and　th6
starting　time　characteristics　by　numerical　examples　of　the　testing　machine，　and　disclored　the
relat三〇n　between　the　start量ng　transient　phenomena　and　the　suppiied　voltage　frequency，　and
the　relation　l）etween　the　starting　transient　phenomena　and　the　secondary　resestance．
§1．序 論
　三相誘導電動機（三相1・M）の起動時において，非
常に大きな過渡振動トルクが発生することはすでに実
験，アナログ・シミュレーション，ディジタル計算機
での数値計算および瞬時対称座標法の応用等によって
知られている。文献（1）においては，実測に単極発電機
を巧みに使用している。アナログ・シミュレーション
やディジタル計算機での数値解析では実際の三相軸か
らα・β相座標軸への座標変換によって，α・β相軸
での電圧・電流方程式と運動方程式の連立非線形微分
方程式を計算機で解いている（2）H（10）。また，瞬時対称
座標法による解析では，実際の三相軸から零相，正相，
逆相の三相対称座標軸に変換し，ラプラス変換を利用
して，過渡トルクや過渡電流の計算式を導いている（10）
一（13）。
　本論文では，瞬時対称座標法を使用して，起動時に
おける過渡トルク，過渡電流および起動時間の解析を
行った。この理論による解析法は文献⑳～圏等に紹介
されている。文献（11）には三相1・Mの2次抵抗値が変
化しないかご型に対し，周波数が50Hzの時のじか入
れ起動時の過渡トルク等の解析が行なわれている。ま
た，文献囮にも同じくかご型三相1・Mについて，起
動後の定常状態において，電圧の変動による過渡トル
ク等の解析が主として行なわれている。そしてまた，
文献⑱にも，2次抵抗を一定とした過渡トルクの解析
と慣性負荷がない場合のトルク・速度特性についての
計算式が求められている。
　そこで，先に筆者等は，アナログ計算機を用いて，
三相1・Mの2次抵抗及び電源周波数を変化し，それ
（129）
らと起動時における過渡トルクとの関係を解析したの
であるが（2）一（5），今回は，瞬時対称座標法によっては
まだ解析されていない三相1・Mの2次抵抗が変化す
るという一般的な巻線型についての起動時における過
渡トルク等の計算式を求めた。そこで，それらの計算
式から電源周波数及び2次抵抗と起動時過渡トルクと
の間の諸特性や起動時間との関係が明らかになった。
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§2．　解析方法および結果
　2・1三相1・Mの対称分インピーダンス方程式，
　　　　トルク方程式および運動方程式
　1・Mを瞬時対称座標法によって表示した対称分イ
ンピーダンス方程式は，零相分を除き（零相電流が零
であるから），整流行列［Kコで変換した後に（1｝式となる。
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　　　；固定子側，正相及び逆相電圧EVコ
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；固定子側，正相及び逆相電流〔Aコ
；［Kコで変換後の回転子側，正相及
び逆相電流EAコ
；固定子及び回転子の一相当りの抵
抗［Ωコ
；固定子及び回転子の一相当りの漏
れインダクタンス［Hコ
；固定子及び回転子の一相当りの自
己インダクタンス［Hコ
；固定子，回転子間の1相当りの最
大相互インダクタンス［Hコ
；演算子
；極対数
；電源角周波数および回転子の電気
的角周波数
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；固定子と回転子の電気的偏差角
［radコ
瞬時トルクの一般式は（2）式となる（11）。
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　また，回転機の運動方程式は一般に（3）式で表わされ
る。
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　（4）式より，正弦波の三相平衡電圧をステップ状に印
加した場合の過渡電流を計算する。ここで，機械的な
現象は電気的な現象にくらべて非常に緩漫であるから，
wノは常数とみなす（11）。また，巻線型1・Mで2次励
磁がないとθ216ゴθは零となる。
　そこで，（4）式は㈲式のように変形できる。
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　　　　」　；慣性モーメント［N・m・sec2／radコ
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　　　　Tゐ；一定負荷［N・mコ
　2・2過渡電流
　過渡トルクを求めるには，②式より，過渡電流を求
めなければならないことがわかる。ここでは，対象と
しているのは起動時の過渡電流である。（1）式において，
逆相分は正相分の共役量であることに注目すれば（1｝式
は（4）式のように正相分だけで表わすことができる。
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　　　　　　　　　σ　　　　　　　　　　　　　　　しないので（8）式が成立する。
（5）式をLaplace変換すれば（6）式となる。　　　　　　　　　　左、2＊＝0　　　　　　　　　　　　…（8｝
K｛S2L〔i）－S〔i。〕一〔i。〕（1）一（2、＋λ2）（SL〔i〕一〔i。〕）　　　｛7）式および（8）式を考慮して，過渡電流を求めるため
　　十2122L〔i〕｝　　　　　　　　　　　　　　　　（6）式から（9）式が得られる。
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　この過渡電流は留数の定理を使用して求められる。
その計算過程は省略して，結果だけを書けばα◎式とな
　　　　十
　a①式は回転子がTUmで回転している時に電圧が印加
されて流れる過渡電流を表わしている。また先に述べ
たように，逆相分電流はtto）式の共役量であるから（10式
の関係が成立つ。
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　結局，⑳式および（11｝式が求められた過渡電流の計算
式である。
　2・3　起動過渡トルク
　瞬時トルクは一般式〔2）で与えられるので前節で求め
た過渡電流を〔2試にそれぞれ代入すると，その計算式
が得られる。
　さて，従来の論文では（ll）一（13），かご型1・Mを試料
機としているため，Zl＝z2なる条件を加えて計算され
ている。ここでは，その条件を加えないで電流の計算
を行なったのと同様に過渡トルクの計算に当っても，
その条件は加えていない。
　今，電流を囮式，a3）式とおく。
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　このようにおくと，過渡トルクTは回式を計算する
ことになる。
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　この計算は多少，めんどうであるが単なる代数計算
であるため省略する。
　この計算を行なう際に，回転角速度の代りに個式の
ような関係にあるすべり（S）を使用する。
　　　　s一㌦測’・s・一㌦測・　　…tr5
結局，起動過渡トルクは，すべりと時間の函数とし
て，｛16｝式のように表わされる。
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　2・4起動時間
　起動時間は㈲式の運動方程式の一般式から求めるこ
とができる。静止状態から一定回転数までの回転数と
時間の関係を求める起動過渡状態では，（3）式の右辺で，
慣性力が制動力とか，一定負荷に比べて大きく影響す
る。このため，制動力と一定負荷の頃を消去し，（3）式
を㈲式へと変形する。
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　個式を用いて，回転角速度ZVmの代りにすべりを使
って，㈲式をas）式へ変形する。
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　ここで，発生瞬時電磁トルクTは（16拭で表わされる
ようにSとtの函数であるため，国式は非線型微分方
程式となり，解析的に解けない。そこで，時間とすべ
りの関係を求めるため，発生トルクの平均値を近似的
に実効トルク⑲式とする。この式を⑱式に代入して，
運動方程式を餉式とする。
　　　　T（s）＝　ひ（s）r，（s）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　…　（19）
　　　　T（s）一一誓劣　　　　…⑳
　そこで，起動時間は（20式からえた餌式を解けばよい
ことになる。⑳式の演算は多少めんどうになるが，積
分可能であるため計算を遂行すれば解をうる。
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　結局，近似的な起動時間とすべりとの関係として，
囲式をうる。
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　ここでは，起動時間を近似的に求めたが，もちろん，
計算機を使用して，a8｝式の非線形微分方程式をRunge
Kutta法等により解けば，厳密な起動時間を求めるこ
とができる。その結果も，併せて，以下の章に述べる。
§3．数値計算例
第1表　試料機の定格及び諸定数
　3・1　起動過渡トルクおよび起動時間
　（1）電源周波数が50Hz，2次挿入抵抗が零の揚合
　起動時における過渡トルクおよび起動時間の計算式
は圃式と？2）式で与えられた。ところで，過渡トルクの
個式は（試料機の諸定数と入力電圧および電源周波数
が定まれば）Sとtの函数である。しかし，すでにS
とtの関係，すなわち起動時間の式が國式で与えられ
ているので，この式を用いて，時間の変化に対する起
動過渡トルクの値は計算できる。
　この数値計算に使用した三相1・Mの定格及び諸定
数を第1表に示す。
　試料機についゼの起動過渡トルクおよび起動時間の
数値計算の一例を第1図，第2図に示す。この計算は，
電源周波数が50Hzで，2次挿入抵抗が零の，そして，
端子電圧が150V，200V，250Vについての計算であ
定 格
三相巻線型 出力 3．7kw
電圧　　200V 電流 14．6A
極数　　　　4 周波数 50Hz
回転数1420rpm
諸 定 数
R、＝0．322Ω R2＝0．466Ω
♂1十3＿」し1＝Z2十旦L2＝0．0566H　　2　　　　　2
旦M＝0．0540H
2
」＝7．65×10『2N・〃z。sec2
1）ア＝5．16×10　32＞・77z・sec
る。この場合の計算に当って，独立変数をSにとり，
振動トルクが存在する範囲では，その計算のきざみを
sにっいて0．005とし，その範囲外では0．01とした。
sの範囲は0・995～0・01である。尚，この揚合，計算
回数は149回で計算時間は約13分であった。
　電源周波数を変えて計算する場合，その都度，計算
のきざみを変える必要がある。
　②　電源周波数を変化した揚合
　試料機の諸定数を変えず，電源周波数と電圧を変え
た場合の起動過渡トルクと起動時間の計算例を第3図
～第7図に示す。実際には，一般に周波数が少なくな
るか，又は電圧が高くなると，磁気飽和の影響により，
試料機の定数が変るが，ここで計算した範囲では定数
は周波数と電圧に対し，一定として計算を行った。そ
の範囲というのは，40Hz～70Hz……150V，200V，
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第3図　起動過渡トルク（f＝60Hz）
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　｛3｝2次抵抗を変化した場合
　電源周波数を50Hzとし，2次抵抗だけを変化した
場合の計算例を第8図～第11図に示す。それらの図中
で，R2は挿入抵抗までを含めた1相の2次抵抗を表
わし，R2eは2次1相の巻線抵抗だけを表わす。ここ
での計算の範囲はR2がR2。の1．・25倍から，0．25倍お
きに3・　00倍までの，そして各々端子電圧が150V，200
V，250Vにっいてである。
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　3・2　電源周波数と過渡特性との関係
　電源周波数を40Hz～90Hzまで変えて計算した結果
から起動過渡トルクの諸特性および起動時間と電源周
波数の関係を第12図～第15図に示す。ここで過渡振動
最大トルクとは振動トルクの最大振幅値をいい，それ
は，計算結果からわかるように振動トルクの最初の一
サイクルの値である。また，図からわかるように振動
トルクは定常トルクに重なった形になっている。
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第12図　過渡振動最大トルク，振動周波数と電源周波数
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3・3　2次抵抗と過渡特性との関係
2次抵抗値を変えて計算した結果から，起動過渡ト
ルクの諸特性および起動時間と2次抵抗値との関係を
第16図～第19図に示す。
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　3・4　近似しない起動時間での計算例
　起動過渡トルクの計算で必要なSとtの関係をU8）式
からうる。国式は非線形微分方程式である為，この式
をRunge・Kutta法によって数値解析して，　sとtの
関係が得られる。
i50L
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0???
0」
??????? ｝
　端子電圧，200V，電源周波数，50Hz，2次挿入抵
抗，零の場合の数値計算例を第20図，第21図に示す。
なお，計算のきざみは0．002秒とした。この場合，計
算回数は（すべりが99．4％から1％まで）146回で，
その計算時間は約46分であった。
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第20図　起動過渡トルクの近似解と厳密解の比較
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第21図　起動時間の比較図
　4・1起動過渡トルクおよび起動時間についての検
　　　　討
　第20図，第21図の表示から，起動時間については，
厳密解では4サイクル程度（トルクの振動数によって
決まるが）の変動を示しながら回転数は一定回転数ま
で時間と共に上昇する。しかし，近似化した解につい
ては回転数の変動が認められない。これは振動トルク
を実効トルクとしなかった為の誤差である。
　また，すべりが4％まで（無負荷回転数まで）は，
近似解では0．192秒，厳密解では0．26秒の起動時間を
必要とする。その誤差は26．2％である。
　次に，起動過渡トルクでは，その振動トルクの大き
さについては2つの解の値は等しいが時間的に近似化
しない方が時間がのびていて，時間的な誤差だけを生
じている。また振動トルクの周波数は共に43Hzであ
り，まったく一致している。
　また，近似解と厳密解を速度一トルク特性で比較し
てみると第22図のようになる。厳密解は振動トルクが
一部ら線形になっている。そして，すべりが50％以下
では，近似解，厳密解および円線図からのトルクの値
はまったく一致していることがわかる。
4・2　電源周波数と起動過渡トルク特性
電源周波数に対する，起動過渡トルクの諸特性およ
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第22図　起動過渡トルクの速度，トルク特性（200V，50Hz）
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び起動時間等の関係は第12図～第15図に示されている。
これらの図から，試料機については，以下のことが明
ちかになる。
　（1）じか入れ起動時の起動時間は電源周波数のほぼ
4乗に比例して増大し，過渡振動トルクの消滅サイク
ルもほぼ同じ傾向を示す。　　　・
　（2）過渡振動トルクは時間的には指数函数的に減少
する。そして，その最大値は定常起動トルクとほぼ同
じ傾向を示し，電源周波数の約2乗に反比例する。
　（3）振動トルクの周波数は各々，電源周波数よりも
約6～8Hz程度少い周波数である。また，電圧には
ほとんど無関係である。
　第23図に，各電源周波数の定常状態に対する速度・
トルク特性を示す。この図においては，計算値より求
めた起動過渡トルクの振動トルクに対する平均値と定
・常トルク，それに，T型円線図により求めたトルクと
の比較を行っている。この図からわかるように，円線
図より求めた値と計算値とはまったく一致している。
　ここで，円線図を書く際に使用した各電源周波数に
対する試料機の諸定数を第2表に示す。電源周波数に
よって，諸定数が多少異なっていることがわかる。
第2表　周波数に対する試料機の諸定数
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第23図　速度・トルク特性と電源周波数（200V）
　4・3　2次抵抗と起動過渡トルク特性
　2次抵抗と起動過渡トルクの諸特性および起動時間
との関係は，第16図～第19図に示されている。これら
の図より，以下のことが言える。
　（1）起動時間と振動トルクの消滅サイクルは2次抵
抗に対し，同じ傾向を示し，いったん少くなったのち
また多くなる。
　（2）過渡振動トルクの最大値は，わずかに大きくな
った後，直線的にわずかながら減少していく。このこ
とは，電圧が高いほど顕著である。
　｛3｝振動トルクの周波数は，ほとんど2次抵抗に対
して，一定であり，電圧にも影響をうけない。
　第18図において，定常最大トルクは，その値の時の
すべりが100％になる2次抵抗値までは一定である。
しかし，100％以上になる抵抗値から以後は，そのト
ルクは一定ではなくなることは，速度・トルク特性に
おける比例推移から周知のことである。
§5．結 言
　本論文においては，巻線形三相誘導電動機の起動時
における起動過渡トルク，起動時間等の過渡特性につ
いて，瞬時対称座標法を用い，その存在がすでに文献
（1）に示されている起動時振動過渡トルクの理論的な解
析を行ない，その数値計算を行った。この解析は2次
抵抗値の変化も可能である為，従来の解析よりもより
一般的であると言える。
　演算途中で，起動時間の計算式を求める場合，トル
クを近似化した。それを近似化しない厳密解と比較す
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れば，起動過渡トルク，起動時間，共に時間的な誤差
を生じたことがわかった。しかし，トルクー時間の特
性（第20図）において，振動トルクの存在する範囲で
は，まったく，二っの解の結果は一致している。また，
振動トルクの周波数も一致している。
　次に，速度・トルク特性での過渡トルクは，その振
動トルクの大きさ，定常トルクの大きさについては，
ほとんど誤差がない。そして，すべりが60％以下では，
円線図，近似解および厳密解の結果はまったく一致し
ている。ただ，振動トルクの存在する範囲での，すべ
りについてだけ誤差がある。
　起動時間において，近似化した計算では，速度の上
昇中にその変動が生じないが，厳密解では変動が生じ
ている。
　結局，この点と先に述べた時間的な相違が近似化し
たための誤差であり，起動過渡トルクの誤差にもなっ
ている。
　近似式および厳密解での計算時間は，端子電圧が
200V，周波数が50Hz，2次挿入抵抗が零である前述
の計算例において，近似式では13分，厳密解では46分
であり，その時間には3．5倍の差がある。
　以上，厳密解と近似解の比較・検討より，次のよう
な特性の算定については，計算時間が非常に少くてす
む近似式を十分使用できることが解った。
　（1）過渡振動トルクが発生する時間迄の過渡トルク
の諸特性（振動トルクの大きさ，その振動数，消滅サ
イクル等）。
　｛2）速度・トルク特性における，すべての範囲での
定常トルク，振動トルクの大きさ。
　（3）起動時間と速度の関係における，速度の変動を
除く大体の傾向。
　そして，次のような特性の算定には，時間はかかる
が厳密解を必要とする。
　（1）正確な速度と時間の関係。
　（2）速度・トルク特性における，振動トルクと速度
（すべり）との関係。
　前述のような近似化した計算式の誤差評価のもとで，
電源周波数，2次抵抗および電圧等を変化して，それ
らと起動過渡トルク，起動時間等の諸特性との関係が，
近似式を用いて，明らかにされた。
　今回は，磁気飽和現象のない線形な場合の理論的な
解析だけを報告した。これは，筆者らが現在行なって
いる磁気回路の飽和現象等の非線形を考慮した誘導電
動機の過渡現象の解析における前回のアナログ計算機
による解析に続く一部分である。
　今後は，実験的な解析を含めた電磁的非線形性，電
源波形が正弦波以外の揚合，2次回路が不平衡な場合
等の過渡現象を扱いたい。
　最後，実測に際して，ご協力を得た本学，卒業研究
生，塩埼，高橋（斌）両君に感謝します。
　尚，本論文における数値計算は，総て，明大計算セ
ンターのOKITAC－5090Mによって行なわれた。そ
の際，本学の小川教授はじめ計測・制御研究室の方’
々，および森田女史はじめ計算センターの方々のご協
力を得たことを附記し，各位に感謝の意を表します。
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